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Option M 

EPREUVE DE MATHEMATIQUES II 

DURÉE : 4 heures 

Ce sujet est composé de deux problèmes indépendants 

PREMIER PROBLEME 

Soit 3P la courbe paramétrée par : 
t E R - A ( t )  = ( a  cost, a Sint, ut), a > O 

et D ( t )  la tangente à 3% au point A (1). 

On appelle Z la surface engendrée par la famille des droites D (t), quand t parcourt R. 

1. Montrer que les droites D ( t )  font avec le plan xOy un angle constant que l’on déterminera, et qu’elles sont 

2. Soit )c E R. Montrer qu’il existe un unique point M ( A ,  t) vérifiant : 

toutes tangentes a un cylindre de révolution dont on donnera une equation cartésienne. 

M (A, 0 E D ( 4  
M (A, t )  appartient au plan d’équation z = A .  

On obtient ainsi une paramétrisation de I: : 
OL, t )  - M (A, t ) .  

3. &rire l’équation cartésienne du plan tangent à I: en un point de I: n’appartenant pas à 3%. 

Que se passe-t-il si le point est sur 3P ? 

4. Soit y” l’intersection de Z et du plan x O y .  

a. Tracer la portion d’arc de y. correspondant aux valeurs du paramètre t E [ - II, II]. 
b. Soit m ( t )  le point générique de y. . Montrer que la normale en m ( t )  est tangente à un cercle fixe à 
. déterminer. 
c. Soit Y,, l’intersection de 2 et du plan d’équation t = h. 

Montrer que l’on passe de y(, a Y,, par un vissage dont on donnera les éléments qui le caractérisent. 

On pourra commencer par poser t = t + - . k 
. 

U 

5 .  Soit u l’intersection de 2 et du plan y = a. Tracer la branche correspondant aux valeurs du para- 
mètre t € [O, 2111. 
Comment peut-on passer au reste de la section ? 



E. S .I.M. 

Mathématiques II 2/4 

339 

DEUXIGME PROBLEME 

I 

~ 9- n w  
Dans cette partie, E désigne un espace vectoriel non réduit à {O} de dimension- surlecorps C des 

est croissante avec 

l’entier k ( i  désigne l’identité de E). En déduire que u Ker (f - A i ) k  est un sous-espace vectoriel de E que 
l’on notera F, . 

complexes et f un endomorphisme de E, N l’ensemble des entiers naturels. 

1. Pour tout nombre 1 de C ,  montrer que la suite des noyaux Nk (A) = Ker (f - 

k € N  

2. Démontrer que FA n’est pas réduit à { O }  si et seulement si A est valeur propre de f et que FA est stable parf: 
F, est appelé sous-espace spectral relatifà la valeur propre A .  

P 

1 -  1 
3. Montrer que si A ,  , A?, ... , ) Ip sont p valeurs propres distinctes de f, la somme C FAl est directe. 

4. Soit h. une valeur propre def; on suppose qu’il existe un plus petit entier n (A)  strictement positif tel que : 

N,i,AI (A) = Nn(A)+ 1 7 

montrer qu’alors on a F, = N,l(L,  ( A ) .  L‘entier n ( A )  s’appelle l’indice de la valeur propre A qui est alors dite 
d’indice fini. 

5. Montrer par un exemple simple, dans l’espace vectoriel C [XI des polynômes à coefficients dans C ,  qu’une 
valeur propre d‘un endomorphisme n’est pas toujours d’indice fini. 

6. Si l’idéal de 43 [XI formé par les polynômes P tels que P 
un générateur non nul n, appelé polynôme minimal de f. 
Donner un exemple d’endomorphisme de C (XI n’admettant pas de polynôme minimal. 

= O n’est pas .réduit au polynôme nul, il admet 

7. Démontrer que si f admet un polynôme minimal Ilr, on a les proprietés suivantes : 
a. L’ensemble des valeurs propres de f ou spectre de f noté Spf est non vide et fini. 
p. Toutes les valeurs propres defsont d’indice fini. 

y. O n a  Il , (X) = n 
A E SPf 

6. f est scindé sur C , c’est-à-dire E est somme directe des sous-espaces spectraux FA. E = 8 FA. 
= S P f  

(X - A)”‘A) où n(A)estI’indicedelavaleurpropre A. 

II 

On suppose dorénavant E de dimension finie n. 

1. Démontrer que toute valeur propre A d’un endomorphisme f de E est d‘indice fini n ( A )  et que n ( A )  est 

2. Démontrer que si A est une valeur propre de f d’indice n (A) ,  la suite des images Im (f - Ai)k est 
décroissante, c’est-à-dire que Im cf - Ai)k’  C Im (f - A i ) k ,  

On poseG, = n Im (f- Ai)&; montrer que G, est un sous-espace vectoriel de E stable par f, 

que GA = Im cf - 

inférieur ou égal à la dimension du sous-espace spectral FA. 

Vk E N. 

& € N  

et enfin que E = FA 8 G, . 
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3. Soit A une valeur propre de fd‘ordre de multiplicité m(A);  démontrer en comparant les polynômes 
caractéristiques des endomorphismes induits par f sur F, et GA avec celui de f que la dimension de F, est 
égaleà m (h). 

4. En déduire que E = 6 F, et donc qu’il existe une base de E telle que la matrice de f dans cette base 

soit un tableau diagonal de matrices carrées MI avec M, d’ordre m (hi) = dim F, , 1 6 i 6 p ,  et 
triangulaire supérieure de la forme : 

AESPf 

I 

si ’)cl , ‘)c2 , ... , h, sont les p valeurs propres distinctes, def: 

III 

(Partie indépendante de 1 et II) 

Dans cette partie, on suppose fnilpotent de periode p 2 2, c’est-à-dire qu’il existe un entier p 2 tel 
que fp = O avec f p - l  non nul. 

1. Montrer que la suite des noyaux Kerfk est strictement croissante avec l’entier k jusqu’à KerfP = E. 
Er’ déduire que p 4 n = dim E. 

_. Démontrerquef(Ker fk”) C Kerfk,  V k E N. 

Soit Fun sous-espace de E tel que F fl Ker fk = { O }  pour 1 6 k 6 p - 1 ; montrer qu’alors : 
f (F)  f l  Kerfk-I = { O }  

et que la restriction de f à F est injective. 

3. Démontrer qu’il existe une suite F I ,  F,,  .. , FI, de sous-espaces de E tels que Kerfk = F, 8 Kerf’-I 

pour 1 6 k 6 p ,  f appliquant F, injectivement dans F,- , ( k  2 2). Démontrer que F, = Ker f et que 
P 

E = @ FI.  
i =  I 

4. On pose dim F, = n,,  soit ..., elIvp une base de F,, démontrer que l’on peut choisir une 
pour 1 6 i 6 n,. Former de même base de F,- de la forme ( el. ,  - I )  

les bases de Fp-2 , Fp- 3 ,  ... , FI .  
telle que el., - = f( 

P- 1 

5. La réunion de ces bases des F, (1 6 k 6 p )  est une base B de E. On ordonne les Cléments de B dans 
l’ordre lexicographique, c’est-à-dire que el., est antérieur à eh./  si et seulement si i < k ou ( i  = k et j < P )  . 
Soit B = ( b J 1  d l d n  cette base ordonnée ainsi, montrer que f ( b , )  = O ou que f( b,) = b,- , 1 < i 6 n .  
En déduire que la matrice M = (a,) de f dans cette base a tous ses Cléments nuls sauf certains Cléments 
a,- I , r  égaux à 1. 
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On appelle matrice de Jordan d'ordre m relative à A E 43, la matrice carrée d'ordre m notée J, (A)  
telle que : 

J"f04 = 

a;; = A l Q i 6 m  
= 1 2 Q i Q m. 

1 
h 1 . . . 

1 
A 

1. Démontrer que si f est nilpotent, il existe une base de E dans laquelle la matrice f est un tableau diagonal de 
matrices de Jordan relatives à h = O. 

2. Si f n'est plus nilpotent, montrer que si h est une valeur propre de f d'indice n (A)  alors l'endomorphisme u 
de FA induit par f s'écrit sous la forme u = A i F k  + v OÙ iFk est l'identité de FA et v un endomorphisme de 
FA nilpotent de période n (A). 

3. En déduire qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est un tableau diagonal de matrices de 

4. Trouver les réduites de Jordan semblables aux matrices suivantes : 

Jordan relatives aux valeurs propres de f. 

A -  

O l 1 - 1  
1 O 1 - 1  
0 0 1 0  

- 2 2 0 1  

B -  

1 1 0 0  
0 1 0 0  

- 4  - 1  - 3  -1  
1 O 1 - 1  


